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RECOMENDACIONES  METODOLÓGICAS  PARA  LA  ENSEÑANZA 
MATEMÁTICA 


INTRODUCCIÓN 


Las  pruebas  de  matemática  evaluaron  en  el  2010  la  totalidad  de  estu¬ 
diantes  que  finalizaban  la  Educación  Secundaria  y  una  muestra  de  los 
que  cursaban  273°  año  de  ese  nivel. 

Las  mismas  tuvieron  como  finalidad  determinar  el  estado  de  situa¬ 
ción  de  los  alumnos  de  diferentes  jurisdicciones  del  país  en  relación 
con  algunos  contenidos  y  capacidades  cognitivas  del  área. 


¿CÓMO  ESTUVIERON  CONSTITUIDAS  LAS  PRUEBAS? 

Es  importante  considerar  que  son  pruebas  masivas,  es  decir,  se  aplican 
a  la  totalidad  o  muestras  muy  grandes  de  alumnos  y  que,  por  lo  tanto, 
tienen  una  estructura  que  les  es  propia.  Un  análisis  puntual  de  las  mis¬ 
mas  puede  complementar  la  información  obtenida  de  las  evaluaciones 
realizadas  día  a  día  por  los  docentes  en  su  trabajo  de  aula. 

Las  pruebas  estuvieron  constituidas  por  30  actividades,  ítems  cerrados 
o  de  opción  múltiple,  con  cuatro  opciones  de  respuesta  cada  uno,  y 
dos  actividades  o  ítems  de  respuesta  abierta  a  desarrollar. 

La  inclusión  de  actividades  de  respuesta  abierta  permitió  evaluar  los 
procesos,  los  recursos  y  conocimientos  puestos  en  juego  por  los  alum¬ 
nos  para  dar  cuenta  de  un  procedimiento  o  de  una  estrategia  de  reso¬ 
lución  elegida  y  de  su  relación  con  la  respuesta  presentada. 

Con  el  fin  de  atender  especialmente  al  procedimiento  de  resolución  y 
no  solo  al  resultado,  las  actividades  de  respuesta  abierta  fueron  corre¬ 
gidos  por  docentes  debidamente  capacitados.  Para  garantizar  la  ob¬ 
jetividad  en  la  corrección,  los  docentes  utilizaron  una  guía  elaborada 
para  tal  fin  por  el  equipo  pedagógico  de  la  DINIECE,  y  de  esta  mane¬ 
ra,  clasificaron  las  respuestas  en  cuatro  categorías  contempladas  en 
la  grilla  de  corrección:  correcta,  parcialmente  correcta,  incorrecta  y  en 
blanco  (omitida) '. 

Habiendo  accedido  a  las  respuestas  dadas  por  los  alumnos,  hemos 
seleccionado  algunas  que  por  sus  características,  nos  invitan  a  reflexio¬ 
nar  no  sólo  sobre  su  nivel  de  conceptualización,  sino  también  sobre 
sus  posibilidades  concretas  de  resolución  en  función  de  los  contenidos 
que  se  ponen  en  juego. 

En  el  caso  de  los  ítems  abiertos  nos  aportan,  además,  una  variedad 

1  Ver  Anexo  para  ejemplo  de  una  grilla  de  corrección. 


de  datos  acerca  de  los  recursos  que  los  alumnos  están  en  condiciones 
de  utilizar  en  esta  etapa  de  su  escolaridad  secundaria  para  describir 
los  procedimientos  utilizados  en  la  resolución  y  la  racionalidad  desple¬ 
gada,  cuestión  que  aunque  resulte  compleja  por  estar  vinculada  a  lo 
metacognitivo,  da  cuenta  del  tipo  de  trabajo  matemático  con  el  que 
pudieron  o  no  vincularse  en  su  trayectoria  escolar. 

Por  ello,  este  informe  tiene  como  propósito  compartir  con  ustedes  al¬ 
gunas  de  las  situaciones  que  los  alumnos  tuvieron  que  resolver  y  una 
serie  de  comentarios  y  análisis  realizados  sobre  los  conocimientos  y  los 
procesos  cognitivos  que  están  en  la  base  de  los  mismos. 

Asimismo,  aunque  los  fines  y  las  características  de  esta  prueba  difieren 
en  gran  medida  de  los  utilizados  cotidianamente  en  las  aulas,  no  du¬ 
damos  puedan  aportar  información  útil  sobre  las  dificultades  y  logros 
más  frecuentes  en  los  alumnos,  y  al  mismo  tiempo,  proveer  algunas 
sugerencias  para  trabajar  en  clase,  con  el  fin  de  enriquecer  la  tarea 
pedagógica,  pudiendo  ser  adaptadas  por  los  docentes  a  su  contexto  y 
a  la  realidad  de  sus  alumnos  y  de  su  escuela. 


LOS  NIVELES  DE  DESEMPEÑO 

El  desempeño  de  los  alumnos  en  matemática  se  agrupó  en  tres  niveles 
para  cada  año  evaluado:  alto,  medio  y  bajo. 

Los  mismos  se  han  determinado  a  partir  de  criterios  empíricos  y  peda¬ 
gógicos,  en  relación  con  los  rendimientos  de  los  alumnos  en  la  prue¬ 
ba.  Cada  uno  de  los  niveles  es  inclusivo  en  relación  con  el  inmediata¬ 
mente  inferior,  es  decir,  en  la  medida  en  que  un  alumno  está  ubicado 
en  un  determinado  nivel,  tiene  alta  probabilidad  de  resolver  con  éxito 
las  actividades  del  mismo  y  las  de  los  inferiores  a  aquél. 

De  este  modo,  la  discriminación  de  estos  niveles  facilita  la  comunica¬ 
ción  de  lo  que  los  alumnos  saben  y  pueden  hacer. 

A  continuación,  analizaremos  problemas  que  corresponden  a  los  dis¬ 
tintos  niveles  de  desempeño  de  los  alumnos  del  273°  año  de  su  esco¬ 
laridad  y  de  Fin  de  Educación  Secundaria  de  2010. 


ANÁLISIS  DE  LAS  ACTIVIDADES  EVALUADAS 

En  esta  ocasión  hemos  decidido  presentar  y  analizar,  conjuntamente, 
las  actividades  abiertas  y  sus  resoluciones  correspondientes  a  los  dos 
niveles  educativos  evaluados. 
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Problema  de  los  floreros 

Uno  de  los  problemas  que  se  planteó  para  los  alumnos  del  273°  año 
fue  el  siguiente: 


1  En  dos  floreros  se  colocan  54  flores.  Si  en  el  primero  se  colocan 
la  mitad  de  las  flores  que  en  el  segundo.  ¿Cuántas  flores  hay  en 
cada  florero? 

Mostré  como  lo  resolvés. 


P09  M9  Al  IT01 


Se  trata  de  un  problema  que  puede  resolverse  desde  un  marco  aritmé¬ 
tico  o  bien  desde  uno  algebraico,  aunque  la  mayoría  de  los  alumnos 
que  resolvió  esta  prueba  eligió  el  camino  aritmético. 


Contenido: 

Número  y  Operaciones 

Capacidad  Cognitiva: 

Resolución  de  problemas 

Desempeño: 

Resolver  un  problema  que  involucra  relaciones  entre  variables. 

Se  calcularon  los  porcentajes  que  corresponden  a  cada  tipo  de  res¬ 
puesta  en  función  de  las  resoluciones  proporcionadas  por  los  alumnos. 
Además,  hubo  un  9,3%  de  respuestas  omitidas. 


Correcta 

11,4% 

Parcialmente  correcta 

1,2% 

Incorrecta 

87,4% 

Las  siguientes  son  algunas  resoluciones  de  alumnos  que  utilizaron  es¬ 
trategias  aritméticas. 

Ejemplo  I 

Hay  casos  donde  los  alumnos  proponen  un  gráfico,  a  modo  de  una 
figura  que  permite  el  análisis  de  la  situación.  Seguramente  es  a  partir 
de  allí  que  logran  determinar  la  necesidad  de  dividir  por  3. 
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"RTA:  En  un  florero  hay  18  flores  y  en  otro  36  flores. " 


Análisis 

Una  resolución  apoyada  en  el  marco  aritmético  puede  pensarse  de  la 
siguiente  manera: 


Un  dibujo  como  el  anterior  plantea  una  relación:  que  la  cantidad  de 
flores  que  hay  en  uno  es  la  mitad  de  la  cantidad  de  flores  que  hay  en  el 
otro  o  bien,  la  cantidad  de  flores  que  hay  en  uno  es  el  doble  de  las  que 
hay  en  el  otro,  según  cuál  sea  el  florero  que  se  considere  en  primera 
oportunidad  y  cuáles  sean  esos  números.  Entonces,  si  la  cantidad  de 
flores  de  uno  de  ellos  es  un  valor,  la  cantidad  de  flores  del  otro  será  dos 
veces  ese  valor,  o  si  la  cantidad  de  flores  en  uno  es  un  valor  cualquiera, 
la  cantidad  de  flores  en  el  otro  será  la  mitad  de  ese  valor. 

Se  trata  de  una  representación  que  encierra  una  generalidad:  la  rayita 
en  uno  de  los  floreros  representa  una  cantidad  desconocida  de  flores, 
mientras  que  las  dos  rayitas  será  el  doble  de  esa  cantidad. 

Se  tienen  entonces  tres  partes  iguales  entre  los  dos  floreros,  entre  las 
que  hay  54  flores  en  total.  Luego,  al  dividir  el  total  por  3  se  obtiene  el 
valor  de  cada  una  de  esas  partes,  54  3  =  18  y  a  partir  de  allí  puede 

decirse  que  uno  de  los  floreros  tiene  18  flores,  mientras  que  el  otro 
tiene  18  x  2  =  36. 


Ejemplo  2 


"Rta=  hay  en  el  primer  florero  18  flores  y  en  el  segundo  florero  36  flores. " 

Este  alumno  primero  busca  la  cantidad  de  flores  en  el  florero  que  tiene 
mayor  cantidad  para  luego  hallar  su  mitad,  que  no  es  el  camino  más 
habitual. 
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Ejemplo  3 


"RTA:  "Dividi  la  cantidad  de  flores  (54)  en  3  partes.  A  2  de  esas  partes  las  sume  y  las  coloque  en  el  segundo  florero  y  la  3er  parte 
la  coloque  en  el  primer  florero. " 


En  este  caso  se  cuenta  detalladamente  los  pasos  de  la  resolución.  Sin 
embargo,  el  alumno  no  da  una  explicación  de  por  qué  considera  3  par¬ 
tes,  por  qué  divide  por  3.  Es  interesante  detenerse  en  las  razones  que 
los  alumnos  brindan  para  validar  su  trabajo.  ¿Cuánto  de  esto  resulta 
evidente  para  él?  ¿Cuánto  hay  que  no  sabe  realmente  explicar? 

Darse  cuenta  que  es  necesario  dividir  el  total  por  3  no  es  nada  simple. 
Fundamentalmente  porque  ese  valor  no  se  corresponde  con  ningún 
dato  del  problema.  Pero  ni  siquiera  aparece  vinculado  al  triple  o  ter¬ 
cera  parte  de  algo,  sino  que  surge  a  partir  de  que  una  cantidad  sea  el 
doble  de  la  otra.  Los  dobles  y  mitades  siempre  conducen  a  los  alumnos 
a  pensar  en  multiplicaciones  y  divisiones  por  2,  pero  nunca  por  otro 
número.  Al  menos  a  primera  vista. 


Ejemplo  4 


.  .‘av!  £<)<&.  ./.VOÍr. 

.FpAa. .  (.  fb.O . . .  .  .'s>. . .  . . ...y.. 

.  .os  .e.  o*. . .  . .  Ya . .  í  . .  .ea . .  .ua . . .  .  .1*6 . . 

.  . 


"RTA:  "Busque  un  número  (18)  y  lo  sumé,  me  dio  como  resultado  (36)  por  lo  cuál  sumé  36  +  18  y  llegué  a  54,  o  sea  que  la  res¬ 
puesta  es  que  en  un  florero  hay  36  flores  y  en  el  otro  hay  18  flores. " 
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Esta  resolución  parece  haber  sido  hecha  a  través  de  ensayos  y  errores. 
El  alumno  busca  un  número,  que  luego  duplica  y  suma  al  anterior  para 
ver  si  obtiene  54.  No  queda  claro  cómo  hace  para  encontrarlo,  ya  que 
pudo  haber  probado  o  también  utilizado  alguna  estrategia  más  elabo¬ 
rada.  Seguramente  no  llegó  a  él  a  través  de  un  único  ensayo,  sino  que 
necesitó  hacer  ajustes  a  partir  de  las  suma  de  los  valores  (el  número  y 
su  doble).  Las  estrategias  de  ensayo  y  error  pueden  ser  azarosas,  don¬ 
de  el  alumno  piensa  un  número  cualquiera  y  se  fija  si  verifica  la  situa¬ 
ción,  o  pueden  ser  controladas.  En  este  último  caso  estaríamos  frente 
a  un  alumno  que,  por  ejemplo  aventura  que  la  respuesta  al  problema 
es  20,  analiza  que  20  +  20  +  20  =  60,  que  se  pasa  por  6  unidades  de 
54  y  decide  sacarle  2  a  cada  20.  De  esa  manera  encuentra  la  respuesta 
18.  Si  bien  el  primer  valor  es  cualquiera,  es  usado  para  encontrar  la 
solución  al  problema  a  partir  de  retroacciones  y  ajustes. 


Ejemplo  5 


. t.  .F.lor.e.fQ.  .<£>. .  f.í&.&z*.  .y.  .cá(o 

E>  Q  l.  3— 

■  í  . 

. T  j  .e.o.C-. .  TSío . .  Lí  . 

a<i  49 

. o, . 

. jp.tec  zr.Q. . TXT. .  F !  ar.Crí  .q . 

/ 

-b  u 

O.  i 

3  3 

En  este  caso  se  propone  un  planteo  similar  a  los  anteriores,  pero  donde 
además  la  respuesta  es  expresada  como  una  proporción.  Si  de  las  3 
partes  en  que  se  considera  dividido  el  total,  en  un  florero  hay  2  y  en 

el  otro  1  parte,  entonces  les  toca  respectivamente  y  del  total.  No 

queda  claro  si  el  alumno  se  apoyó  en  la  noción  de  proporción  o  si  es 
una  relación  que  halló  posteriormente. 
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Ejemplo  6 


. \  feo.  &■. .  orinrer .  jurero. 

...A.LU..U.LU.AA\A.A.L\..Ü . 3 . 
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.R^M. .  .  í.  ,O.C/7?V.Oi .  ^.9A0iVP.  .  j.^í .  J.  . . . . . 


«x\2 


•2A  VB 

...°i . 


"RTA:  En  el  primer  florero  habrán  18  flores  y  en  el  segundo  36.  (Dividí  54  por  3,  así  sea  de  dos  partes  se  les  colocan  a  uno  y  el 
que  sobra  (18)  acaba  siendo  la  mitad )" 


Aquí  no  queda  claro  de  qué  modo  y  en  qué  momento  este  alumno 
resolvió  la  división:  pudo  haber  hecho  primero  un  reparto  con  palitos 
que  luego  verificó  con  una  división,  o  al  revés.  Si  hizo  la  división  en 
primer  lugar,  es  posible  que  haya  decidido  mostrar  de  una  manera 
más  gráfica  por  qué  ese  resultado  era  efectivamente  uno  posible.  Si  en 
primer  lugar  hizo  los  palitos,  es  probable  que  no  haya  considerado  esa 
estrategia  de  resolución  lo  suficiente  matemática,  por  lo  que  decidió 
mostrar,  además,  un  cálculo  que  de  alguna  manera  avale  su  hallazgo. 

En  cualquiera  de  los  dos  casos,  una  sola  manera  de  resolver  el  proble¬ 
ma  no  parece  satisfacer  a  este  alumno. 

Ejemplo  7 


La  resolución  que  propone  el  siguiente  alumno  está  enmarcada  en  el 
trabajo  algebraico: 


i 


El  problema  de  los  floreros  también  puede  resolverse  desde  un  mar¬ 
co  algebraico,  a  partir  del  planteo  de  ecuaciones.  Por  ejemplo,  si  se 
considera  que  x  es  la  cantidad  de  flores  en  el  florero  que  tiene  mayor 
cantidad,  resulta  que: 

A-x  +  x  =  54 

fx  =  54 
2 

x  =  36 

Pero  a  partir  de  aquí  es  necesario  hallar  la  mitad  de  36  para  saber  la 
cantidad  de  flores  que  hay  en  el  otro  florero. 

De  manera  análoga,  si  x  representa  la  cantidad  de  flores  en  el  florero 
que  tiene  menor  cantidad,  las  ecuaciones  cambian  por  las  siguientes: 

x  +  2x  =  54 
3x=  54 
x=  18 

Y  para  finalizar,  es  necesario  calcular  el  doble  de  1 8,  que  es  la  cantidad 
de  flores  en  el  florero  que  tiene  más. 

Es  de  notar  que  en  ninguno  de  los  casos  es  posible  obtener  la  respues¬ 
ta  completa  al  problema,  ya  que  solo  se  obtiene  la  cantidad  de  flores 
en  uno  de  los  floreros.  Es  necesario  volver  al  problema  para  determinar 
el  segundo  valor  pedido. 


Ejemplo  8 


Este  alumno  plantea  una  ecuación  incorrecta,  pero  que  puede  dar 
cuenta  de  qué  pensó.  Considera  un  valor  desconocido,  que  no  define, 
lo  duplica  y  luego  considera  su  mitad.  Pareciera  estar  poniendo  en  una 
sola  expresión  el  hecho  de  que  mientras  uno  de  los  floreros  tiene  el 
doble,  el  otro  la  mitad. 


Al  obtener  una  respuesta  decimal,  13,5,  el  alumno  la  interpreta  en 
términos  del  problema.  Sabe  que  la  cantidad  de  flores  tiene  que  ser  un 
número  entero  y  así  redondea  el  valor  obtenido,  con  lo  cual  logra  dos 
pares  de  posibles  soluciones. 
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En  este  caso,  la  ecuación  que  se  plantea  es  la  correcta,  pero  el  alumno 
luego  no  logra  interpretar  qué  representa  la  solución  que  obtuvo  en 
términos  del  problema.  Supone  que  es  la  cantidad  de  flores  en  el  flore¬ 
ro  que  tiene  menos  cantidad,  por  lo  que  luego  duplica  para  encontrar 
la  cantidad  de  flores  que  hay  en  el  otro  florero. 

Una  cuestión  interesante  es  que  luego  de  hacer  esto,  suma  y  ve  que 
el  total  ya  no  es  54,  sino  108.  Esto  no  hace,  sin  embargo,  que  cambie 
de  estrategia. 

Si  analizamos  lo  que  el  estudiante  escribe,  vemos  que  en  uno  de  los 
pasos  en  la  resolución  de  la  ecuación  tiene  que  hallar  108/3,  que  efec¬ 
tivamente  hace.  Luego,  los  valores  que  obtiene,  36  y  72,  suman  108, 
que  no  es  otro  que  el  valor  que  aparece  en  su  ecuación.  Se  trata  en¬ 
tonces  de  pensar  qué  representan  las  variables,  dónde  es  necesario 
reemplazar  el  o  los  valores  obtenidos  para  analizar  si  resuelven  el  pro¬ 
blema,  etc. 


LA  PA  ABRA  “MITAD”  Y  LAS  DIFICULTADES  QUE  PANTA 

La  palabra  "mitad"  ha  sido  una  fuente  de  resoluciones  incorrectas. 
Algunos  ejemplos  son  los  siguientes: 
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Ejemplo  9 

Una  cantidad  importante  de  alumnos  consideraron  que  cada  florero 
contenía  la  mitad  del  total  de  las  flores. 


. . 


"Hay  en  cada  florero  27  flores. " 

Ejemplo  10 

Una  cantidad  no  despreciable  de  alumnos  resolvió  el  problema  de  la 
siguiente  manera: 


Suponemos  que  la  necesidad  de  repartir  las  flores  entre  los  dos  floreros 
los  lleva  a  dividir  por  dos.  Seguramente  no  encuentran  otra  manera  de 
dividir  en  dos  partes  que  no  sea  equitativa.  Una  vez  hecha  esa  división, 
vuelven  a  dividir  teniendo  en  cuenta  la  relación  de  mitad  entre  las  can¬ 
tidades  de  flores. 

Ahora  bien,  el  27,  que  proviene  de  dividir  a  54  por  2  no  vuelve  a  ser 
usado.  El  alumno  calcula  la  cantidad  restante  buscando  la  diferencia 
con  54.  No  corrobora  que  13  no  es  la  mitad  de  41  ni  tampoco  le  lla¬ 
man  la  atención  los  valores  que  encuentra. 
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Ejemplo  1 1 

Este  estudiante  proporciona  a  13  y  27  como  las  soluciones,  aunque  la 
suma  de  1 3  y  27  no  es  54. 
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El  hecho  que  la  división  entre  27  y  2  no  tenga  resto  cero  no  parece  ser 
un  problema  para  los  alumnos  que  eligieron  este  camino,  quienes  o 
bien  dan  un  valor  decimal  como  respuesta  o  lo  redondean  a  uno  de  los 
enteros  más  cercanos. 

Es  posible  que  estos  estudiantes  solo  interpreten  que  hay  que  repartir, 
la  división  se  usa  para  repartir  y  no  pueden  avanzar  a  partir  de  esa  idea. 


Ejemplo  12 
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"1ro  se  colocan  13,5  redondeando  14 
2do  se  colocan  27 

En  el  primer  florero  hay  14  y  en  el  segundo  27. " 


Frente  a  este  tipo  de  resolución  incorrecta,  donde  el  contexto  serviría 
como  una  fuente  para  controlar  el  o  los  resultados  que  se  obtienen, 
encontramos  que  los  alumnos  no  siempre  tienen  esta  práctica.  Estos 
estudiantes  resuelven,  y  esa  es  su  respuesta.  No  se  revisa,  no  se  vuelve 
para  atrás.  Pero,  ¿por  qué  sucede  esto?  Todos  tenemos  y  hemos  teni¬ 
do  alumnos  que  lo  hacen  solos,  sin  que  nadie  se  los  diga.  A  otros  ni  se 
les  cruzaría  por  la  cabeza. 
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En  estas  resoluciones,  muchas  veces  los  alumnos  controlan  que  se  veri¬ 
fique  una  de  las  condiciones  (la  relación  de  mitad-doble  o  que  la  suma 
de  las  dos  cantidades  sea  54).  Pero  frente  a  un  planteo  incorrecto,  el 
controlar  una  de  ellas  lleva  necesariamente  a  perder  la  otra.  Lo  que 
hemos  observado  es  que  para  estos  estudiantes  alcanza  con  controlar 
solo  una  de  estas  condiciones  que  plantea  el  problema. 
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“Rta:  En  uno  hay  40  '  y  en  el  otro  14  1 


"Rta:  En  un  florero  hay  40 y  en  otro  14" 
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"54  flores  -2  floreros 
Z2  flores  -  1 0  florero 
54  +  2  =  27 

1 0  florero  =  14  flores  =  27  +  2 
2o  florero  =  40  flores  =13  +  27" 
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Ejemplo  1 3 
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1%. 

"Rta=  En  un  florero  hay  36  flores  y  en  e/  otro  18. " 


Este  alumno  intentó  hacer  varios  cálculos  (dividir,  multiplicar),  pero  la 
respuesta  la  encontró  a  través  de  un  ensayo. 


Ejemplo  14 

Aquí  solo  se  busca  la  mitad  de  54  para  luego  indicar  que  los  floreros 
tienen  la  misma  cantidad  de  flores. 
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PROBLEMAS  PARA  UNA  ENTRADA  AL  ÁLGEBRA 


Muchos  docentes  asocian  el  álgebra  con  la  resolución  de  ecuaciones 
y  el  trabajo  con  variables.  Acordamos  con  esta  afirmación,  aunque 
pensamos  que  el  álgebra  incluye  mucho  más.  Se  trata,  desde  nuestra 
perspectiva,  de  una  aritmética  generalizada  de  números  y  cantidades, 
entre  otros  aspectos. 

Sostenemos  que  lo  algebraico  es  un  contenido  de  enseñanza  que  no  es 
exclusivo  de  la  escuela  secundaria,  sino  que  se  inicia  en  la  escuela  pri¬ 
maria.  Aparece  en  los  problemas  de  contexto,  en  contenidos  como  ope¬ 
raciones,  razones  y  proporciones,  números,  medidas,  formas  de  repre¬ 
sentación  (rectas  numéricas,  gráficos,  tablas,  notación  aritmética,  etc.). 

Consideramos  que  solo  se  pueden  introducir  las  ecuaciones  y  un  tra¬ 
bajo  sobre  la  sintaxis  algebraica  luego  de  que  los  alumnos  se  familiari¬ 
zan  con  conceptos  y  representaciones  de  variables  y  funciones. 

Muchas  veces,  las  dificultades  que  muestran  los  alumnos  de  secunda¬ 
ria  con  cuestiones  algebraicas  es  el  resultado  de  su  experiencia  previa 
con  enseñanzas  -muchas  veces  avaladas  por  currículos-  que  se  cen¬ 
tran  exclusivamente  en  operaciones  y  cuestiones  aritméticas.  Muchos 
investigadores  sugieren  que  estas  dificultades  provienen  de  la  falta  de 
experiencia  en  generalizaciones  aritméticas  y  algebraicas,  que  debe¬ 
rían  ser  parte  del  currículum  aritmético.  Es  así  que  los  problemas  que 
presentan  los  estudiantes  no  son  específicos  del  álgebra,  sino  dificulta¬ 
des  aritméticas  que  no  han  sido  debidamente  resueltas. 

En  cuanto  a  problemas  como  el  que  se  planteó  en  la  prueba,  donde 
los  alumnos  necesitaban  interpretar  y  traducir  una  relación  particular 
entre  variables,  Abraham  Arcavi2  afirma: 

"Tomamos  como  ejemplo  de  este  aspecto,  algo  que  reexaminamos 
de  uno  de  los  clásicos  de  la  literatura  de  educación  de  la  matemática: 
el  problema  de  los  estudiantes  y  los  profesores. 

"Escribir  usando  las  variables  A  y  P,  la  siguiente  afirmación:  hay  6 
veces  más  alumnos  que  profesores  en  esta  universidad"  (Clement, 
1982). 

Este  hallazgo  en  Clement  (1982)  demuestra  que  más  del  30%  de 
150  estudiantes  de  primer  año  de  Ingeniería  que  contestaron  en  el 
examen  no  lograron  resolver  correctamente  el  problema.  La  típica 
respuesta  Incorrecta  que  se  registró  fue  6A=P.  Estos  hallazgos  se 
condlcen  con  otros  obtenidos  cuando  se  Investigaba  en  qué  manera 
los  alumnos  resolvían  este  problema. 


2  Arcavi  (1 994).  Op.  Cit. 


Creemos  que  al  menos  para  algunos  de  los  estudiantes,  este  error  no 
es  una  manifestación  de  un  concepto  erróneo  profundo  acerca  de 
la  noción  de  la  variable,  como  tampoco  es  una  equivocación  o  con¬ 
cepción  errónea  grave  el  creer  que  los  dos  segmentos  paralelos  de  la 
figura  siguiente  tienen  longitudes  diferentes. 


En  la  figura,  los  círculos  actúan  como  un  marco  de  distracción,  algo 
que  nos  distrae  de  la  referencia  la  cual  Inclina  fuertemente,  influye  y 
predispone  nuestra  percepción  de  la  longitud  de  los  dos  segmentos. 

Al  Igual  que  como  el  mismo  Clement  señala,  en  el  problema  de  los 
estudiantes  y  los  profesores,  existe  un  dlstractor  de  lenguaje,  por 
ejemplo  el  orden  de  las  palabras  claves  (seis  veces  la  misma  cantidad 
de  estudiantes)  lo  cual  podría  desviar  (o  Influir  sobre)  nuestro  entendi¬ 
miento  hada  la  traducción  literal  palabra  por  palabra  tal  como  6A=P. 

En  este  caso  no  podemos  afirmar  que  el  tener  sentido  de  símbolo 
vaya  necesariamente  a  evitar  cometer  error.  Muchos  estudiantes  y 
profesores  pueden  caer  frente  a  estos  detractores  lingüísticos  mien¬ 
tras  construyen  un  modelo  simbólico  para  los  problemas  de  este  tipo 
y  cometen  el  error. 

Lo  que  sí  decimos,  en  este  caso,  es  que  el  sentido  de  símbolo  consisti¬ 
ría  en  desarrollar  el  saludable  hábito  o  costumbre  de  releer  y  controlar 
(por  simple  sustitución,  por  ejemplo)  la  razón  de  la  expresión  simbó¬ 
lica  que  uno  ha  construido.  El  estar  alerta  y  el  saber  que  uno  puede 
ser  víctima  de  "Ilusiones  simbólicas"  puede  que  no  Impida  ni  evite  un 
error  de  concepción,  pero  puede  reforzar  la  necesidad  de  controlar  y 
poder  así  superarlo." 

Muchos  alumnos  cometen  el  error  descripto  por  Arcavi,  pues  creen 
que  pueden  traducir  el  texto  a  símbolos  tal  como  aparece  en  la  ora¬ 
ción.  También  es  posible  que  confundan  la  semántica  de  la  oración, 
que  crean  que  la  ecuación  6A=P  da  cuenta  de  que  una  mayor  cantidad 
de  estudiantes  se  corresponde  con  una  menor  cantidad  de  profesores. 
La  ecuación  correcta  no  describe  las  cantidades  de  cada  grupo,  sino 
que  es  una  relación  de  equivalencia  que  indica  que  si  la  cantidad  de 
profesores  se  multiplica  por  6  coincidirá  con  la  cantidad  de  alumnos.  El 
producto  es  necesario  para  igualar  estas  cantidades. 


RECOMENDACIONES  METODOLOGICAS  PARA  LA  ENSEÑANZA 
MATEMÁTICA 


Problemas  como  el  que  señala  Arcavi  o  aun  el  de  la  prueba  requieren 
que  el  alumno  comprenda  el  concepto  de  ecuación,  y  no  se  trata  de 
una  mera  traducción  de  un  enunciado  a  símbolos. 

En  la  enseñanza  de  la  resolución  de  problemas  no  solo  es  importante 
enseñar  a  los  alumnos  a  encontrar  diferentes  estrategias  de  resolución, 
sino  que  también  es  esencial  que  adquieran  práctica  en  la  traducción 
matemática  de  la  situación.  No  hablamos  de  la  obtención  de  una  ecua¬ 
ción  porque  no  es  una  condición  necesaria,  pero  siempre  es  preciso 
que  los  alumnos  logren  hacer  algún  tipo  de  traducción  que  permita 
matematizar  la  situación. 


Problema 

La  siguiente  actividad3  tiene  por  objetivo  evidenciar  ciertas  reglas  de 
escritura  de  una  ecuación  de  primer  grado  con  una  incógnita,  por  un 
lado,  y  por  el  otro,  identificar  expresiones  que  sean  una  traducción 
matemática  correcta  del  problema. 

La  clase  se  divide  en  una  cantidad  par  de  grupos,  de  3  ó  4  alumnos 
cada  uno.  En  una  primera  etapa,  la  mitad  de  los  alumnos  de  la  clase 
(grupos  A)  tratan  de  poner  en  ecuación  el  problema  1 ,  mientras  que  la 
otra  mitad  (grupos  B)  hace  lo  mismo  con  el  problema  2. 

Los  alumnos  no  deben  resolver  el  problema,  sino  solamente  escribir 
una  o  varias  ecuaciones  que  permitan  resolverlo,  pero  pueden  presen¬ 
tar  una  sola  propuesta. 

Los  problemas  son  los  siguientes: 

Problema  1 

Se  dispone  de  cierto  cuadrado.  Si  se  aumenta  la  longitud  del  lado  en 
6  cm,  se  obtiene  un  nuevo  cuadrado  cuya  área  es  84  cm2  más  que  el 
área  del  primero.  ¿Cuál  es  la  medida  del  lado  del  primer  cuadrado? 

Problema  2 

Se  dispone  de  una  placa  de  cartón  cuadrado  de  10  cm  de  lado.  En 
cada  esquina  de  la  placa  se  corta  un  cuadrado. 


3  Tomada  de  Combier  et  al  (1 996).  Op.  Cit. 


10  cm 


Se  obtiene  entonces  el  desarrollo  de  una  caja  con  forma  de  prisma, 
sin  tapa.  ¿Cuál  debe  ser  la  medida  del  cuadrado  que  se  corta  en  cada 
esquina  para  que  el  volumen  de  la  caja  sea  de  72  cm3? 

En  una  segunda  etapa,  los  grupos  A  y  B  intercambian  sus  enunciados  y 
sus  propuestas  de  ecuaciones.  Cada  grupo  A  debe  pronunciarse  sobre 
la  validez  de  la  ecuación  propuesta  por  un  grupo  B  y  viceversa. 

Al  finalizar  la  clase,  el  profesor  informa  a  sus  alumnos  que  las  ecuacio¬ 
nes  que  propusieron  serán  resueltas  por  una  computadora  y  que  las 
traerá  la  clase  siguiente. 

La  segunda  clase  se  plantea  de  manera  colectiva  con  el  objetivo  de 
analizar  las  diferentes  ecuaciones  que  los  alumnos  propusieron  para 
resolver  cada  problema.  Se  centra  el  debate  en  la  elección  de  las  varia¬ 
bles  y  la  validez  de  la  ecuación  elegida. 

El  profesor  proporciona  las  soluciones  de  cada  ecuación  dadas  por  la 
computadora  para  que  los  alumnos  las  contrasten  con  el  enunciado 
de  cada  problema. 

Luego  se  analizan  las  ecuaciones  con  más  de  una  variable  o  con  más 
de  una  ecuación.  Se  plantea  a  los  alumnos  si  es  posible  "resumir"  el 
problema  en  una  sola  ecuación  con  una  incógnita. 

La  existencia  de  la  "computadora"  que  resuelve  las  ecuaciones  hace  que  los 
alumnos  puedan  centrarse  en  la  escritura  de  la  ecuación,  por  más  compleja 
que  les  parezca,  ya  que  no  será  su  responsabilidad  encontrar  la  solución.  De 
ese  modo,  el  debate  podrá  basarse  en  las  escrituras  y  su  pertinencia. 
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La  elección  de  los  problemas  y  su  grado  de  dificultad  hace  que  la  dis¬ 
cusión  pueda  efectivamente  centrarse  en  las  ecuaciones.  Seguramente 
no  hubiese  podido  darse  si  éstas  fuesen  simples  lineales.  Por  otro  lado, 
al  no  tener  la  necesidad  de  resolverlos  pueden  plantearse  situaciones 
complejas  e  impensables  para  alumnos  de  los  primeros  años  de  la  es¬ 
cuela  media. 

Planificar  un  recorrido  que  recupere  los  saberes  aritméticos  de  los 
alumnos,  los  pongan  en  funcionamiento,  y  los  acompañen  en  la  en¬ 
trada  en  el  álgebra  es  una  deuda  pendiente  de  la  enseñanza. 


Problema  del  área  del  cuadrado 

El  siguiente  problema  se  utilizó  para  evaluar  a  los  alumnos  del  último 
año  de  escolaridad  secundaria: 
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Contenido: 

Geometría  y  Medida 

Capacidad  Cognitiva: 

Resolución  de  problemas 

Desempeño: 

Resolver  un  problema  que  involucra  el  uso  del  Teorema  de  Pitágoras. 
Cálculo  de  áreas. 

Se  calcularon  los  porcentajes  que  corresponden  a  cada  tipo  de  res¬ 
puesta  en  función  de  las  resoluciones  proporcionadas  por  los  alumnos. 
Además,  hubo  un  32,3%  de  respuestas  omitidas. 


Correcta 

27,9% 

Parcialmente  correcta 

11,7% 

Incorrecta 

60,4% 

Se  trata  este  de  un  problema  que  permite  poner  en  juego  diferentes 
estrategias: 


-  Proponer  el  cálculo  directo  del  área  del  cuadrado  BDNM ,  para 
lo  cual  es  necesario  hallar  la  medida  de  su  lado. 

La  medida  del  lado  BD  puede  encontrarse  a  través  del  Teore¬ 
ma  de  Pitágoras,  pues  es  la  hipotenusa  del  triángulo  rectán¬ 
gulo  BAD  o  BCD,  ambos  isósceles  de  lados  iguales  de  5  cm. 


Luego, 


BD 


^/50  y  el  área  del  cuadrado  BDNM  es 


cmx 


V50cm  =  50cm 


-  Reconstruir  el  área  del  cuadrado  a  partir  del  área  del  triángulo 
BCD,  como  muestra  la  figura. 


RECOMENDACIONES  METODOLÓGICAS  PARA  LA  ENSEÑANZA 
MATEMÁTICA 


1 

El  triángulo  BCD  es  —  del  área  del  cuadrado  BMND,  por  lo  que  el  área 
del  cuadrado  es  4  veces  el  área  de  ese  triángulo.  Para  hallar  el  área  de 

A 

BDC  es  preciso  disponer  de  su  base  y  altura,  que  en  este  caso  miden  5 
cm  cada  una,  luego: 

,  ,  5cmx5cm  2 

Área  de  B  D  C  = - =  12, 5cmr 

2 

y  el  área  del  cuadrado  BDNM  es  4  x  12,5  cm2  =  50  cm2. 

La  misma  relación  puede  usarse  de  la  siguiente  manera:  el  área  del 
triángulo  BCD  es  la  mitad  del  área  del  cuadrado  ABCD  y  la  cuarta  parte 
del  área  de  BDNM.  Luego,  el  área  del  cuadrado  ABCD  es  la  mitad  del 
área  del  BDNM.  Como  el  área  de  ABCD  es  5  x  5  =  25  cm2,  entonces  el 
área  de  BDNM  es  2  x  25  cm2  =  50  cm2. 


Ejemplos  de  resoluciones  de  alumnos 

Ejemplo  15 


El  ejemplo  anterior  utiliza  una  estrategia  de  comparación  de  áreas. 


on 


Ejemplo  16 


El  alumno  anterior  propone  una  estrategia  correcta  de  resolución  pero 
comete  un  error  en  el  cálculo  del  área  del  cuadrado.  Más  allá  de  la 
dificultad  que  puede  plantear  operar  con  decimales,  nos  parece  im¬ 
portante  reflexionar  sobre  el  control  de  los  resultados,  tal  como  dijimos 
anteriormente4.  ¿Qué  es  lo  que  hace  que  estos  estudiantes  no  se  pre¬ 
gunten  por  la  coherencia  del  resultado  que  obtienen?  ¿Qué  hace  que 
no  le  resulte  extraño  que  4  veces  12,5  dé  500? 

Si  bien  hay  alumnos  para  los  cuales  el  control  de  los  resultados  se 
constituye  en  una  práctica  habitual,  para  muchos  otros  no  lo  es.  Es 
decir,  existen  estudiantes  que  por  sí  mismos  deciden  controlar  sus  re¬ 
sultados  mientras  que  otros  no  lo  hacen.  Ahora  bien,  ¿cómo  sabe  un 
alumno  que  conviene  controlar  su  producción?  Creemos  que  no  se 
trata  de  una  práctica  natural,  sino  que  es  adquirida,  aprendida.  Por  lo 
tanto,  deberá  ser  enseñada.  Solo  si  es  parte  del  proyecto  de  enseñan¬ 
za  de  un  docente,  podrá  trabajarse  en  clase  sobre  diferentes  técnicas 
de  estimación  o  de  análisis  de  la  factibilidad  de  ciertos  resultados,  por 
ejemplo.  Para  ello  no  solo  es  necesario  que  los  estudiantes  compren¬ 
dan  qué  hacen  a  la  hora  de  realizar  cálculos,  sino  que  también  requiere 
del  dominio  de  los  diferentes  conjuntos  numéricos.  Implica  saber,  por 
ejemplo,  que  en  el  campo  de  los  números  racionales  el  resultado  de 
un  producto  no  necesariamente  es  mayor  o  igual  que  los  factores  ni  la 
división  menor  o  igual  que  el  dividendo. 


4  En  el  ejemplo  12  planteamos  una  pregunta  similar, ;  que  nos  pareció  conveniente  desarrollar 
en  este  momento. 
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Pero  también  la  construcción  de  la  necesidad  del  control  de  los  resulta¬ 
dos  está  muy  relacionada  con  la  concepción  de  aprendizaje  del  docente 
y  de  los  alumnos.  Si  en  una  clase  la  validación  está  puesta  o  depende  del 
profesor,  entonces  los  alumnos  no  necesitan  analizar  si  lo  que  hicieron 
está  bien,  porque  eso  es  tarea  del  docente.  Ellos  hacen  y  luego  les  dirán 
si  está  bien  o  mal.  No  estamos  planteando  que  los  alumnos  no  pueden 
hacer  preguntas  a  sus  docentes,  sino  que  es  necesario  trabajar  sobre 
cuáles  son  preguntas  pertinentes  y  aceptables  para  hacer  al  docente. 

Lo  que  nosotros  buscamos  es  crear  en  los  alumnos  la  autonomía  sufi¬ 
ciente  como  para  que  puedan  tomar  decisiones  y  hacerse  cargo  de  la 
validación  de  sus  resultados.  Es  decir,  que  decidan  tanto  en  el  momen¬ 
to  de  elegir  una  estrategia  para  resolver  un  problema,  como  también  a 
la  hora  de  determinar  si  un  resultado  que  obtienen  es  o  no  coherente. 

Ejemplo  17 

La  siguiente  producción  se  inicia  correctamente,  con  el  alumno  calcu¬ 
lando  la  medida  del  lado  del  cuadrado  BMND. 


No  sabemos  cómo  obtiene  el  valor  de  h,  que  se  trata  de  la  medi¬ 
da  del  lado  que  busca,  aunque  está  cerca  del  valor  real  (^50  « 
7,07106781186548).  Resulta  interesante  analizar  y  comparar  los  ca¬ 
sos  en  los  que  redondean  el  valor  encontrado  de  manera  abusiva,  con 
los  casos  en  que  los  alumnos  encuentran  valores  que  no  son  correctos, 
pero  que  están  más  cerca  del  valor  real. 

Este  estudiante  abandona  el  cálculo  anterior  para  intentar  otra  estra¬ 
tegia.  Decide  que  el  área  del  cuadrado  ABCD  representa  un  cuarto  del 
área  del  cuadrado  BMND,  lo  cual  no  es  correcto  (el  triángulo  BCD,  que 
es  la  mitad  del  cuadrado  ABCD,  es  en  realidad  el  cuarto  que  busca).  Pero 
para  encontrar  el  área  total,  triplica  ese  valor  para  encontrar  lo  que  él 
considera  tres  cuartos  del  área  buscada.  O  sea,  el  alumno  confunde  el 
área  a  agregar  con  la  totalidad  del  área  que  tiene  que  encontrar. 
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También  es  posible  que  no  haya  comprendido  qué  área  tiene  que  ha¬ 
llar  y  encontró  el  área  de  la  figura  que  queda  luego  de  sacar  el  cua¬ 
drado  ABCD. 

Ejemplo  18 


La  resolución  anterior  muestra  un  hecho  interesante.  El  alumno  en¬ 
cuentra  la  medida  de  la  hipotenusa  y  del  lado  del  cuadrado,  pero  en 
lugar  de  dejar  el  resultado  como  7*5 0  ,  decide  extraer  factores  de  la 
raíz  para  expresarlo  como  5V2  .  Si  bien  nada  hay  de  incorrecto  en  esto, 
no  es  lo  más  conveniente  porque  se  dificulta  luego  elevarlo  al  cua¬ 
drado  en  el  cálculo  del  área.  Pareciera  que  el  trabajo  escolar  en  torno 
de  los  números  irracionales  que  se  expresan  como  raíces  se  reduce  a 
introducir  o  extraer  factores  en  una  raíz,  racionalizar  denominadores. 
Pero,  ¿para  qué  sirve  hacerlo?  ¿Conocen  los  alumnos  su  utilidad?  Se 
trata  de  técnicas  que  en  ciertos  casos  son  muy  útiles,  pero  no  siempre. 
Nuevamente,  parece  faltar  un  trabajo  acerca  de  la  conveniencia  y  ne¬ 
cesidad  del  uso  de  una  herramienta  o  técnica  que  no  puede  quedar  a 
cargo  de  los  alumnos.  Es  parte  de  los  contenidos  -no  siempre  explíci¬ 
tos-  que  es  necesario  enseñar. 

Y  en  cuanto  al  trabajo  con  los  números  irracionales  y  las  operaciones 
con  decimales,  es  interesante  analizar  la  siguiente  producción. 


Ejemplo  19 


El  alumno  encuentra  un  valor  aproximado  para  la  medida  del  lado  del 
cuadrado,  por  lo  que  todo  cálculo  que  se  haga  con  ella  llevará  consigo 
un  error  de  aproximación  que  se  va  propagando.  Ningún  instrumento 


permite  medir  una  longitud  irracional,  aunque  éstas  existan.  Es  por 
esto  que  muchas  veces  se  trabaja  con  aproximaciones  de  los  valores 
reales,  pero  es  necesario  saber  que  todo  lo  que  se  calcule  a  partir  de  él 
portará  -y  tal  vez  aumente-  el  error  cometido  al  considerarlo. 

Resulta  además  interesante  analizar  que  para  calcular  el  área,  este 
alumno  pudo  haber  sumado  las  medidas  de  dos  lados  en  lugar  de 
multiplicarlos.  También  es  posible  que  haya  pensado  que  lado  x  lado  = 
lado2  para  luego  calcularlo  como  lado  x  2. 

Tal  como  señalamos  en  las  Recomendaciones  Metodológicas  realiza¬ 
das  a  partir  de  los  resultados  del  ONE5  2007: 

"La  didáctica  de  la  matemática  ha  estudiado  las  dificultades  y  errores 
de  los  alumnos  en  profundidad  a  la  hora  de  trabajar  en  problemas 
referidos  a  áreas.  Entre  ellos  nos  interesa  señalar: 

-  El  área  aparece  muy  vinculada  a  la  superficie  y  se  observan 
dificultades  para  separarla  de  otras  características  de  ella,  en 
particular,  de  su  perímetro.  Es  así  que  los  alumnos 

*  confunden  las  fórmulas  para  calcular  el  área  con  las  que 
permiten  calcular  el  perímetro. Habitualmente  se  inicia  la 
enseñanza  de  área  y  perímetro  trabajando  con  cuadrados 
y  rectángulos  y  las  fórmulas  correspondientes  a  cada  uno. 

Es  así  que  los  alumnos  disponen  de  dos  fórmulas  para  el 
cuadrado:  ladox4,  para  el  perímetro,  y  lado  x  lado  para  el 
área.  Y  de  esta  manera  es  como  generalmente  se  expresan 
y  simbolizan.  Su  similitud,  y  la  ausencia  de  un  trabajo  sobre 
las  magnitudes,  hace  que  los  niños  las  confundan  -y  con 
razón-.  Lo  mismo  sucede  con  el  rectángulo,  donde  varían  las 
fórmulas,  pero  ambas  se  apoyan  en  el  uso  de  las  medidas  de 
los  mismos  lados. 

*  consideran  que  si  el  perímetro  de  una  superficie  aumenta, 
también  lo  hace  su  área  y  viceversa. 

*  piensan  que  si  dos  superficies  tienen  el  mismo  perímetro 
entonces  también  tienen  igual  área. 

-  Los  niños  extienden  el  uso  de  ciertas  fórmulas  a  situaciones 
donde  no  son  válidas.  Es  así  que  no  es  raro  encontrar  casos 
donde  multiplican  las  medidas  de  dos  lados  consecutivos  de 
un  paralelogramo  (no  rectángulo)  o  las  de  los  tres  lados  de  un 
triángulo  para  hallar  su  área.  Se  trata  de  errores  persistentes, 


5  Novembre,  Andrea ,  20 1 0.  Op.  Cit. 
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que  se  observan  no  solo  en  la  escolaridad  primaria,  sino  que  se 
arrastran  a  la  escuela  secundaria. 

-  Suponen  que  al  multiplicar  las  dimensiones  de  una  superficie 
por  un  número  positivo  k,  su  área  también  se  multiplica  por  k." 

Cuando  este  alumno  suma  los  lados  para  encontrar  el  área  del  cua¬ 
drado  seguramente  no  se  trate  de  un  error  de  descuido,  sino  de  una 
concepción  que  ha  ido  construyendo  durante  su  aprendizaje.  Sería 
importante,  entonces,  que  se  destine  tiempo  de  enseñanza  en  clase 
para  que  se  puedan  poner  estas  concepciones  en  discusión  a  través  de 
problemas  muy  bien  seleccionados  para  tal  fin.  No  se  trata  de  volver  a 
enseñar  para  que  dejen  de  cometer  estos  "errores",  sino  de  ponerlos 
en  discusión,  pensar  qué  informan  y  por  qué  no  proveen  el  resultado 
buscado. 

Un  trabajo  basado  en  el  cálculo  de  áreas,  donde  el  trabajo  matemático 
consiste  en  identificar  la  fórmula  que  corresponde,  reemplazar  por  las 
medidas  necesarias  para  luego  operar,  no  constituye  por  sí  solo  un 
trabajo  geométrico.  Se  trata,  más  bien,  de  una  aritmetización  de  la 
geometría,  es  decir,  que  los  conceptos  geométricos  están  puestos  al 
servicio  de  realizar  operaciones  aritméticas  o  algebraicas. 

Sería  deseable  que  en  la  escuela  vivan  problemas  que  lleven  a  los 
alumnos  a  usar  relaciones  entre  diferentes  objetos  geométricos,  a  usar 
sus  propiedades. 

En  la  siguiente  sección  mostramos  algunos  ejemplos  de  situaciones 
que  permiten  poner  en  juego  los  aspectos  geométricos. 


Ejemplo  20 


.  r  c2.  ~ ->  i 

UU  -  'sí  -5  • 

. 

qPn  7-x 

■JB.. 

En  este  ejemplo  nos  encontramos  nuevamente  con  un  error  de  aproxi¬ 
mación  que  luego  se  arrastra  en  los  demás  cálculos. 
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El  alumno  indica  claramente  que  el  valor  de  la  medida  de  BD  es  aproxi¬ 
mada  y,  por  lo  tanto  también  lo  es  el  área  que  encuentra  a  partir  de 
ese  valor.  Pero  también  resuelve  el  problema  a  través  de  otra  estrate¬ 
gia,  que  le  proporciona  el  resultado  correcto.  Ambos  son  recuadrados 
como  respuestas  finales,  uno  como  valor  aproximado  y  otro  como  va¬ 
lor  exacto. 

No  es  incorrecto,  la  notación  que  utiliza  es  clara.  Sin  embargo,  ¿po¬ 
demos  decir  que  este  alumno  considera  que  7  es  una  aproximación 
suficientemente  buena  de  la  medida  del  lado  BD?  ¿Cree  que  49  es  un 
resultado  aceptable  cuando  la  respuesta  exacta  es  50?  Ciertamente  se 
trata  de  una  discusión  compleja  pero  que  tiene  que  ocurrir  en  el  mo¬ 
mento  de  trabajar  con  números  racionales  e  irracionales. 

Ejemplo  2 1 
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En  el  ejemplo  anterior  se  vuelve  a  ver  un  trabajo  que  muestra  concep- 
tualizaciones  al  menos  incompletas  de  las  expresiones  decimales  de 
números  irracionales  y  su  redondeo. 

El  área  del  cuadrado  le  da  50,9796  cm2,  que  efectivamente  corres¬ 
ponde  al  cuadrado  de  7,14  cm.  Pero  el  alumno  escribe  que  este  resul- 
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tado  es  aproximadamente  50  (cuando  debería  aproximarse  a  51). 

Al  igual  que  otros,  deja  dos  resoluciones  diferentes,  que  también  brin¬ 
dan  respuestas  distintas,  pero  que  el  alumno  se  encarga  de  tomar 
como  iguales. 

En  el  caso  siguiente,  el  estudiante  encuentra  el  perímetro  en  lugar  del 
área  de  la  figura. 

Ejemplo  22 
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La  misma  concepción  errónea  sobre  el  área  se  despliega  en  la  siguiente 
producción: 
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"Para  averiguar  el  a  rea  del  cuadrado  BDNM  hay  que: 

1 .  Averiguar  cuanto  mide  la  diagonal  del  cuadrado  ABCD 

2.  Una  vez  que  averiguamos  la  diagonal  del  cuadrado  ABCD,  sabemos  cuanto  mide  uno  de  los  los  lados  del  cuadrado  BDNM 

3.  Para  averiguar  el  área  del  cuadrado  BDNM  solo  hay  que  sumar  todos  sus  lados" 


Los  dos  primeros  pasos  que  describe  son  correctos,  pero  confunde  al 
área  con  el  perímetro. 
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También  encontramos  casos  en  que  usan  una  fórmula  incorrecta. 


Ejemplo  23 


La  siguiente  resolución  hace  un  uso  interesante  de  las  variables. 


El  alumno  usa  la  misma  letra  para  denotar  medidas  diferentes.  Llama  x 
a  la  medida  de  la  hipotenusa  del  triángulo,  que  coincide  con  la  medida 
del  lado  DB  .  Luego  aclara  que  los  demás  lados  del  cuadrado  también 
miden  x.  Pero  calcula  el  área  en  función  de  x  y  en  lugar  de  llamarla  x2, 
vuelve  a  llamarla  x. 

En  aritmética,  no  todo  el  trabajo  se  centra  en  el  cálculo  con  números, 
sino  que  también  están  presentes  las  letras.  Los  alumnos  usan  letras 
para  designar  una  dimensión  (una  longitud,  por  ejemplo)  en  las  fórmu¬ 
las  para  hallar  un  perímetro  o  un  área  o  para  designar  objetos  geomé¬ 
tricos  simples  (puntos,  rectas,  segmentos,  ángulos).  Es  así  que  resulta 
que  por  ejemplo,  5  m  puede  designar  5  metros  o  bien  5  manzanas, 
por  lo  que  la  letra  m  es  utilizada  como  una  "etiqueta". 


A  medida  que  se  avanza  en  la  escolaridad,  las  operaciones  dan  lugar 
a  las  ecuaciones,  donde  la  letra  designa  a  un  número  que  se  busca, 
es  decir,  a  una  incógnita.  "En  este  punto  reside  la  verdadera  dificultad 
didáctica:  al  designar  un  número  desconocido  por  una  letra,  se  lo  ma¬ 
nipula  como  si  fuese  conocido.  Los  números  desconocidos  son  pensa¬ 
dos  como  números  precisos,  designados  provisoriamente  por  letras,  de 
modo  que  nuestra  ignorancia  inicial  no  nos  impida  hacerlos  partícipes 
de  un  cálculo.  Con  la  aparición  de  la  resolución  de  ecuaciones  más 
complejas  en  4o  año6,  que  precisan  de  un  encadenamiento  de  opera¬ 
ciones  elementales  sobre  expresiones  literales,  las  letras  adquieren  un 
nuevo  status:  "adquieren  el  status  de  indeterminadas  en  el  sentido  en 
que  no  existe  más  la  necesidad  de  que  esas  manipulaciones  represen¬ 
ten  un  número" 7 . 

Al  entrar  al  álgebra  se  amplían  los  significados  de  las  letras,  ya  que 
ahora  designan  números  y,  en  consecuencia,  estarán  involucradas  en 
cálculos.  Las  letras  ya  no  son  solo  "etiquetas",  sino  que  su  status  de¬ 
penderá  del  contexto  de  la  situación  que  se  esté  resolviendo. 

Ahora  bien,  por  diversas  razones  el  cambio  de  status  de  las  letras  no  es 
evidente  para  los  alumnos.  Por  un  lado,  existe  una  continuidad  en  el 
tipo  de  escritura  utilizada  en  el  marco  aritmético  y  el  algebraico.  Por  el 
otro,  hay  propuestas  docentes  que  refuerzan  la  idea  de  la  letra  como 
etiqueta  cuando,  por  ejemplo  se  sugiere  a  los  alumnos  que  para  saber 
cuánto  es  3x  +  4x  =  7x,  piensen  a  la  "x"  como  si  fueran  "manzanas". 
Así,  los  alumnos  piensan  en  3  manzanas  más  4  manzanas,  en  lugar  de 
pensar  en  el  triple  de  un  número  más  su  cuádruple. 

Recién  cuando  los  alumnos  comienzan  a  trabajar  con  funciones,  uti¬ 
lizando  gráficos  y  tablas,  las  letras  comienzan  a  ser  consideradas  por 
ellos  como  números  desconocidos  que  no  son  fijos.  Es  necesario  pro¬ 
vocar  una  evolución  de  esta  concepción  hacia  la  noción  de  "letra" 
definida  por  su  pertenencia  a  un  conjunto  conocido  de  números,  es 
decir  hacia  la  noción  de  variable. 

La  última  producción  que  mostramos  da  cuenta  de  un  alumno  que  uti¬ 
liza  la  letra  como  etiqueta,  ya  que  la  utiliza  para  nombrar  una  medida 
(una  longitud  o  un  área). 

El  uso  de  las  letras  en  la  resolución  de  problemas  puede  constituirse 
en  una  ayuda  o  en  un  obstáculo.  Según  palabras  de  Guy  Brousseau: 


6  Nota  del  trad.:  4°  en  Francia  equivale  a  nuestro  8o  año  de  escolaridad. 

7  Germi  (1997).  Op.  Cit. 
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«  La  noción  de  obstáculo  didáctico  permite  contemplar  una 
renovación  de  los  análisis  de  los  fracasos  en  los  procesos  de 
enseñanza-aprendizaje.  La  noción  de  obstáculo  didáctico  es 
desarrollada  por  los  trabajos  de  Brousseau  en  Didáctica  de  la 
Matemática.  Define  esta  noción  en  un  sentido  muy  particular: 
se  trata  de  un  conocimiento  antiguo,  perteneciente  a  la  histo¬ 
ria  del  sujeto,  que  fue  útil  para  resolver  ciertos  problemas  en 
un  momento  dado,  pero  que  no  permite  responder  de  modo 
satisfactorio  a  una  nueva  clase  de  problemas.  Para  resolverlos, 
el  sujeto  debería  acceder  a  nuevos  conocimientos,  pero  la  exis¬ 
tencia  del  "conocimiento-obstáculo"  constituye  un  atractivo 
que  impide  el  avance.  El  obstáculo  debe  entonces  ser  objeto  de 
un  trabajo  de  deconstrucción  -  reconstrucción.»8 


Ejemplo  24 

Muchos  alumnos  partieron  de  una  hipótesis  falsa,  que  consiste  en  afirmar 
que  el  área  del  cuadrado  BDNM  es  el  doble  del  área  del  cuadrado  ABCD. 
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s  Appropriation  du  savoir  lutter :  mise  en  évidence  d'obstacles  chez  des  éléves  de  cinquiéme. 
Sauvegrain  Jean-Paul,  Terrisse  Andró,  Carnus  Marie-France,  G.R.D.A.PS.-LEMME,  Université  Paul 
Sabatier,  Toulouse.  La  cita  de  Brousseau  ha  sido  extraída  el  texto  citado. 
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Pareciera  que  la  base  de  la  idea  es  puramente  visual.  Es  decir  que  estos 
alumnos  observaron  la  figura  y  decidieron  que  los  lados  del  cuadrado 
mayor  son  el  doble  de  los  lados  de  ABCD.  No  buscaron  una  explicación 
para  este  hecho,  sino  que  creyeron  en  su  percepción  y  consideraron 
que  era  suficiente. 


PROBLEMAS  DE  COMPARACION  DE  AREAS 

Los  siguientes  problemas  constituyen  dos  ejemplos  del  tipo  de  activi¬ 
dad  que  consideramos  puede  proponer  un  trabajo  geométrico  inte¬ 
resante  a  los  alumnos.  No  constituyen  una  secuencia  y  será  necesario 
hacer  un  análisis  con  detenimiento  para  decidir  cuáles  son  los  cono¬ 
cimientos  necesarios  para  poder  resolverlos  y  si  pueden  utilizarse  en 
una  clase. 

Problema  I 

ABCD  es  un  cuadrado  del  que  no  se  conocen  sus  medidas.  Compará 
el  área  de  la  figura  blanca  con  la  del  cuadrado. 9 


9  Tomado  de  Philibert  Clapponi,  1 997.  Op.  Cit. 


Un  punto  que  puede  ser  necesario  plantear  y  discutir  es  acerca  de  la 
imposibilidad  de  medir.  No  se  conoce  la  medida  del  lado  del  cuadrado, 
pero  esto  no  significa  que  sea  posible  asignarle  una,  sino  que  es  una 
medida  cualquiera.  Pero  además,  esto  implica  que  la  relación  entre  las 
áreas  que  se  busca  será  la  misma  independientemente  de  la  medida 
del  lado  del  cuadrado.  Se  propone  una  figura  sin  sus  medidas  para  que 
los  alumnos  se  vean  en  la  situación  de  tener  que  resolver  el  problema 
de  manera  más  general. 

Hay  diferentes  estrategias  de  resolución.  Una  de  ellas  se  apoya  en  la 
mera  comparación  de  áreas: 


En  cada  uno  de  los  vértices  B,  C  y  D  se  han  dibujado  cuartos  de  circun¬ 
ferencia  de  radio  la  mitad  del  lado  del  cuadrado.  Por  otro  lado,  la  parte 
del  gráfico  que  es  externa  al  cuadrado  también  está  formado  por  tres 
cuartos  de  círculo  de  centro  A  y  radio  la  mitad  del  lado  del  cuadrado. 

Si  se  los  "reubica"  -tal  como  lo  indican  los  cuartos  de  circunferencias 
que  tienen  el  mismo  color-,  puede  verse  que  con  la  figura  curva  es 
posible  cubrir  exactamente  el  cuadrado,  por  lo  que  tienen  igual  área. 

También  es  posible  hallar  expresiones  para  las  áreas  de  cada  una  de  las 
figuras,  lo  cual  lleva  a  un  trabajo  más  apoyado  en  un  marco  algebraico. 
Si  el  cuadrado  tiene  lados  de  medida  L,  su  área  será  L2. 

El  área  de  la  figura  curva  podrá  hallarse  como  suma  de  dos  áreas,  la 
que  es  interna  al  cuadrado  más  la  que  es  externa.  El  área  de  la  parte 
de  la  figura  que  es  interior  al  cuadrado  puede  hallarse  como  diferencia 
entre  el  área  del  cuadrado  y  los  tres  cuartos  de  circunferencia,  es  decir: 


i2  1 

L  -  3x  —  n 
4 


Para  muchos  alumnos  no  será  simple  encontrar  una  expresión  para  el 
área  de  una  figura  que  no  reconocen  como  una  que  han  estudiado  y 
para  la  que  disponen  de  una  fórmula. 


El  área  de  la  parte  de  la  figura  que  es  externa  al  cuadrado  es 
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3  ,2 
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El  área  total  es 


cuadrado. 
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+— -ti  l2  =  L2 ,  que  coincide  con  el  área  del 
16 


Luego,  a  través  de  dos  formas  muy  diferentes  de  pensar  el  problema, 
es  posible  concluir  que  ambas  figuras  tienen  igual  área. 

Una  variante  interesante  consiste  en  pedir  que  los  alumnos  exploren  la 
figura  a  través  de  un  programa  de  Geometría,  como  GeoGebra10.  En  lo 
que  sigue  se  abordará  el  trabajo  con  este  programa  dada  su  fertilidad, 
aunque  asumimos  que  no  es  el  único  camino  posible.  Solo  apelamos  a 
él  por  las  nuevas  potencialidades  que  ofrece. 

El  programa  será,  desde  nuestra  perspectiva,  un  recurso  o  herramienta 
didáctica,  que  no  reemplaza  la  acción  del  docente.  Sostenemos  que 
no  es  posible-en  general-  lograr  un  aprendizaje  solo  a  partir  de  la  in¬ 
teracción  con  un  medio  tecnológico.  Se  precisa  de  la  intencionalidad  e 
intervención  del  docente,  entre  muchas  otras  cosas. 

A  partir  de  la  construcción  de  la  figura  en  GeoGebra,  es  posible  hallar 
las  áreas  del  cuadrado  y  de  cada  uno  de  los  cuartos  de  círculo.  Al  cam¬ 
biar  el  tamaño  de  la  figura  y  analizar  la  relación  entre  las  medidas  de 
las  áreas,  los  alumnos  podrán  elaborar  hipótesis,  que  luego  deberán 
cotejar  a  través  de  relaciones  geométricas  y/o  mediante  el  álgebra. 


10  Puede  bajarse  en  forma  gratuita  del  sitio  http://www.geogebra.org/cms/ 


RECOMENDACIONES  METODOLÓGICAS  PARA  LA  ENSEÑANZA 
MATEMÁTICA 


A  decir  de  Abraham  Arcavi 11 

"Los  ambientes  dinámicos  no  sólo  les  permiten  a  los  estudiantes  cons¬ 
truir  figuras  con  ciertas  propiedades  y  por  lo  tanto  visualizarlas,  sino 
que  también  le  permite  al  usuario  transformar  construcciones  en  tiem¬ 
po  real.  Este  dinamismo  puede  contribuir  hacia  la  formación  del  hábito 
de  transformar  (o  bien  mentalmente  o  por  medio  de  una  herramienta) 
un  ejemplo  particular,  para  estudiar  las  variaciones,  visualmente  da  in¬ 
dicios  de  invariantes,  y  posiblemente  facilita  las  bases  intuitivas  para  dar 
justificaciones  formales  de  conjeturas  y  proposiciones  matemáticas. " 

Es  decir  que  en  un  caso  como  este,  la  computadora  brinda  la  posibili¬ 
dad  de  modificar  la  figura  (a  través  de  una  homotecia)  sin  que  varíen 
las  relaciones  entre  los  elementos  que  la  constituyen.  De  ese  modo,  se 
tiene  la  posibilidad  de  hipotetizar  acerca  de  las  variaciones  e  invarian¬ 
tes  y  obtener  ideas,  aportar  a  la  intuición  que  constituirá  una  base  para 
elaborar  una  explicación  formal  de  la  relación  hallada. 

Las  computadoras,  además  de  permitir  una  visualización,  brindan  a 
los  alumnos  la  posibilidad  de  aprender  a  experimentar  y  de  apreciar  la 
utilidad  de  obtener  muchos  ejemplos,  entre  ellos  algunos  extremos.  En 
ellos  se  puede  además  medir,  comparar,  transformar.  De  este  modo, 
los  ejemplos  obtenidos  a  partir  de  experimentaciones  pueden  ser  la 
base  hacia  la  observación  de  una  generalidad  y  su  enunciación. 

No  todos  los  problemas  son  aptos  para  un  trabajo  exploratorio  en 
computadora.  Se  busca  que  las  situaciones  planteen  preguntas  que 
acompañen  la  experimentación,  que  los  lleve  a  predecir  ciertos  resul¬ 
tados.  "El  reto  es  encontrar  situaciones  en  las  cuales  el  resultado  de  la 

”  Arcavi,  A.  (2000).  Op.  Cit. 

12  Arcavi,  A.  (2000).  Op.  Cit. 
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actividad  sea  inesperado  o  contra-intuitivo,  de  tal  forma  que  la  sorpre¬ 
sa  (o  el  desconcierto)  generado  cree  una  clara  diferencia  con  las  pre¬ 
dicciones  explícitamente  enunciadas.  [. . .]  Éste  puede  ser  el  detonante 
para  nutrir  la  propia  necesidad  de  los  estudiantes  para  re-analizar  su 
conocimiento  y  predicciones,  estableciendo  las  oportunidades  para  un 
aprendizaje  significativo.  "u 

Las  sorpresas  se  originan  en  la  diferencia  entre  una  expectativa  explíci¬ 
ta  acerca  de  una  acción  y  el  resultado  de  esa  acción,  aunque  para  que 
esto  ocurra  es  necesario  advertir  acerca  de  la  conveniencia  de  que  los 
alumnos  anoten  sus  anticipaciones  para  contrastar  con  los  resultados 
que  obtienen. 

La  retroalimentación  a  partir  de  la  acción  la  da  el  programa.  Se  trata 
de  una  retroalimentación  que  potencialmente  es  más  efectiva  que  la 
que  proporciona  el  profesor,  no  solamente  por  la  carencia  de  juicios 
de  valor  y  la  privacidad  de  la  misma,  sino  porque  puede  provocar  el 
deseo  de  volver  a  verificar,  de  revisitar  la  predicción  y,  eventualmente 
puede  generar  en  el  alumno  la  necesidad  de  algún  tipo  de  explicación, 
camino  hacia  una  demostración.  Claramente,  lo  recién  descripto  solo 
puede  darse  en  la  medida  que  existan  los  conocimientos  necesarios 
para  apreciar  y  resignificar  la  retroalimentación.  No  solo  es  necesario 
que  los  alumnos  dispongan  de  conocimientos  matemáticos,  sino  que  es 
preciso  disponer  también  de  conocimientos  referidos  al  quehacer  ma¬ 
temático,  que  los  alumnos  estén  habituados  a  analizar  inconsistencias, 
que  dispongan  de  estrategias  para  la  exploración  y  que  se  sumerjan  en 
la  búsqueda  o  pedido  de  explicaciones  que  fundamenten  los  resultados 
encontrados  o  las  relaciones  establecidas. 


Problema  2 

En  la  siguiente  figura  se  muestra  un  triángulo  ABC.  D  es  el  punto  me¬ 
dio  del  lado  AC  y  ADFB  es  un  rectángulo. 

¿Qué  relación  hay  entre  el  área  del  rectángulo  AEFB  y  la  del  triángulo  ABC? 
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A  través  del  uso  de  GeoGebra  es  posible  comparar  las  áreas  del  rectán¬ 
gulo  y  el  triángulo  y  ver  que  son  iguales.  Sin  embargo,  el  programa  no 
da  la  posibilidad  de  saber  por  qué  lo  son.  Para  ello  será  necesario  que 
los  alumnos  pongan  en  juego  sus  conocimientos  geométricos. 

Una  vez  finalizada  la  etapa  de  exploración,  que  permite  elaborar  la 
hipótesis  de  que  las  áreas  en  cuestión  son  iguales,  es  necesario  iniciar 
una  nueva  etapa  de  trabajo  focalizada  en  explicar  aquello  que  se  su¬ 
pone  que  es  cierto. 

No  todos  los  alumnos  han  construido  un  modo  de  explorar  en  mate¬ 
mática  y,  muchos  menos  en  geometría.  Es  por  eso  que  este  no  puede 
ser  el  primer  problema  que  requiera  de  ese  tipo  de  trabajo. 

Es  posible  que  algunos  alumnos  intenten  buscar  relaciones  como  la 
siguiente:  c 
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Los  triángulos  AED  y  AID  son  iguales,  al  igual  que  los  triángulos  HGB 
y  GFB. 

Si  se  continúa  buscando  triángulos  iguales,  podrán  encontrarse  los  si¬ 
guientes: 


c 


Pero  también  podrá  verse  que  hay  otros: 


El  triángulo  DJC  es  Igual  al  triángulo  EDA,  mientras  que  los  triángulos 
JCG  y  GFB  también  son  iguales.  Este  cubrimiento  del  rectángulo  y  del 
triángulo  permite  ver  tanto  para  el  cuadrilátero  AEFB  como  para  el 
triángulo  ACB  son  necesarios  4  triángulos  iguales  a  EDA  y  cuatro  igua¬ 
les  al  triángulo  GFB.  En  consecuencia,  ambas  figuras  tienen  igual  área. 
También  alcanza  con  comparar  las  partes  no  comunes  entre  ambas 
figuras:  el  triángulo  DCG  con  los  triángulos  AED  y  BGF.  Si  se  traza  la 

altura  del  triángulo  DCG  quedan  definidos  los  triángulos  JDC  y  JCG. 

A  A  A  A 

No  resulta  complicado  analizar  que  JDC  =  EDAyJCG  =  GFB. 


A  MODO  DE  CONCLUSION 

Las  producciones  que  hemos  mostrado,  los  análisis  y  problemas  propuestos 
están  al  servicio  de  repensar  la  práctica  docente,  los  errores  consistentes 
y  sistemáticos  de  los  alumnos  para  poder  capitalizarlos  y  así  ayudarlos  a 
aprender  más  y  mejor. 

No  se  trata  de  recetas  mágicas,  porque  no  existen,  sino  de  poder  entender 
mejor  qué  ponen  en  juego  los  alumnos  a  la  hora  de  resolver  problemas  y 
de  qué  manera  la  enseñanza  puede  aportar  u  obstaculizar  sus  aprendizajes. 
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ANEXO.  GRILLA  DE  CORRECCION  DEL 
ÍTEM  ABIERTO  DE  2o  /3o  AÑO 


EDUCACION  SECUNDARIA 

MATEMATICA 

Prueba  ONE  2010 

Grilla  de  Codificación  de  las  Actividades  para  desarrollar 
2o /3o  año 


1  En  dos  floreros  se  colocan  54  flores.  Si  en  el  primero  se  colocan 
la  mitad  de  las  flores  que  en  el  segundo.  ¿Cuántas  flores  hay  en 
cada  florero? 

Mostré  como  lo  resolvés. 


P09  M9  Al  IT01 
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Guía  de  corrección: 


Respuesta  correcta 

Subcódigo 

Responde  36  y  18  flores 

31  Resuelve  el  problema  por  un  procedimiento  válido  y 
obtiene  la  respuesta  correcta. 

Ejemplo  1  Plantea  las  ecuaciones: 

x  +  —  =  54  =>  — —  =  54  =>  x  =  =>x  =  36=>y  =  18 

2  2  3 

Ejemplo  2 

54 

x  +  2x  =  54  =>  3x  =  54  =>  x  =  —  =>x  =  18=>y  =  36 

3 

Ejemplo  3 

54  +  3  =  18  entonces  un  florero  tiene  1 8  y  el  otro  18x2  =  36. 

Respuesta 

parcialmente 

correcta 

Subcódigo 

21  Procedimiento  válido  pero  con  algún  error  de  cálculo 

54  3 

Ejemplo  y  =  — — —  =  81 

22  Plantea  alguna  ecuación  pero  no  reemplaza,  no  ope¬ 
ra,  no  continúa. 

Respuesta 

Incorrecta 

Subcódigo 

1 1  Ejemplo  1  54  :  2  =27  54-  27  =  27 

Ejemplo  2  27:2  =  13,5  o  bien  27 +13,5  o  bien 

54  +  13,5  o  puede  considerar  número  entero  13  o  14. 

1 5  Respuesta  correcta  con  procedimiento  incorrecto 

16  Otras  respuestas  incorrectas 

17  Respuestas  tachadas,  borradas,  dibujos  o  expresiones 
no  pertinentes  con  la  tarea  propuesta. 

18  Respuesta  no  sé,  no  lo  vimos,  no  lo  entiendo. 

Respuesta  omitida  o  en  blanco 

99 

Mal  impreso 
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